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Общая характеристика работы 

Актуальность темы диссертации 

Тенденция миниатюризации элементной базы вычислительных машин 

отражается в феноменологическом законе Мура, по которому степень 

интеграции микросхем увеличивается вдвое каждые 2 года. Ясно, что 

фундаментальный предел миниатюризации транзисторов ограничен 

размерами атомов. Возникает задача сохранения при достижении этого 

порога экспоненциального роста производительности вычислительных 

устройств. Это возможно с помощью новой парадигмы квантовых 

информационных технологий [1-2]. Центральной идеей квантовых 

вычислений является замещение классических логических вентилей 

унитарными преобразованиями квантовых состояний. «Квантовым битом» 

(кубитом)  может являться, например, поляризационное состояние фотона 

или спиновые состояния ядер и электронов в атоме. Измерение 

преобразованного состояния позволяет получить результаты вычисления. 

Построение приборов на квантовых эффектах, способных проводить 

квантовые вычисления, является одной из перспективных тем 

технологического развития  [3-4].  Для проведения такого вычисления, 

очевидно, необходимо установить насколько точно соответствует квантовое 

состояние тому, что предписывается квантовым алгоритмом на всех этапах 

вычисления. Подчеркнём, что в такой задаче необходимо оценивать именно 

квантовые свойства состояния, например, амплитуды вероятностей 

совпадения данного квантового состояния с базисными.  

В силу принципа дополнительности Бора, для полной характеристики 

квантового состояния, необходимо множество взаимно-дополнительных 

измерений. Для получения информации о реальном квантовом состоянии 

необходимо обратиться к статистической выборке, состоящей из результатов 

такого множества измерений одинаково приготовленных квантовых 

состояний. Тем самым, мы приходим к задаче восстановления (томографии) 

квантового состояния по статистическим данным.  



4 

 

В качестве статистической выборки, на основе которой происходит 

восстановление квантового состояния, выступает набор результатов 

квантовых измерений – проекций на некоторые, специальным образом 

выбранные, квантовые состояния. Порядок проведения измерений образует 

протокол томографии. Среди методов статистического восстановления 

квантовых состояний наибольшее значение имеют те, которые обеспечивают 

максимальную точность, близкую к фундаментальному пределу в 

пространстве высокой размерности. В настоящей работе рассматривается  

корневой метод квантовой томографии. Он прилагается к большой группе 

протоколов, имеющих важное научное и практическое значение. Эти 

протоколы основаны на состояниях, связанных с симметрией 

многогранников. Протокол, основанный на геометрии тетраэдра, 

обеспечивает минимальное число строк, достаточное для восстановления 

произвольного квантового состояния [5]. Вместе с тем, точность томографии, 

вообще говоря, растёт с увеличением числа строк протокола. Для 

правильных многогранников томографические протоколы были рассмотрены 

в работе [6]. Число правильных многогранников в трёхмерном пространстве 

равно 5, и поэтому для улучшения точности восстановления необходимо 

рассматривать неправильные многогранники с высокой симметрией и 

большим числом граней, чем у платоновых тел.  

Заметим, что вопрос точности, которую могут обеспечивать 

рассматриваемые протоколы, оставался открытым. Этот вопрос стал одной 

из ключевых тем настоящего исследования. В предлагаемом методе 

томографии потери точности убывают по закону n1 , где n  - объём 

статистической выборки, что существенно быстрее, чем, например, в 

томографии по методу [6], обеспечивающей точность лишь порядка n1 . 

Разработанный нами оригинальный метод восстановления квантовых 

состояний позволяет исследовать адекватность квантовых измерений и 

полноту протоколов томографии. Для этого используется сингулярное 

разложение специальной матрицы измерений, которая может быть построена 
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для любого квантового протокола. Метод равно пригоден для 

восстановления как чистых, так и смешанных состояний.  

В работе рассмотрена важная задача адекватного восстановления ранга r  

слабо засорённой смеси. Показано, что ранг можно определить лишь в 

случае, когда объём статистической выборки превышает некоторое 

пороговое значение.  

Таким образом, актуальность диссертационной работы обусловлена 

научной и практической важностью разработки методов прецизионных 

квантовых измерений, обеспечивающих адекватный и полный анализ 

квантовых состояний. 

Целью диссертационной работы является математическое исследование 

методов восстановления квантовых состояний и обеспечение 

экспериментальных технологий алгоритмическими средствами анализа 

данных квантовых измерений. 

Задачи, решаемые в рамках настоящей диссертации: 

1) Построение критериев оценки адекватности, полноты и точности в 

задачах статистического восстановления квантовых состояний. 

2) Рассмотрение статистических характеристик для распределения 

точности реконструкции квантового состояния, формулировка 

количественной границы для максимально возможной точности квантовой 

томографии. Математическое моделирование характеристик точности 

квантовых протоколов, в основе которых лежит геометрия многогранников, 

обладающих высокой симметрией. 

3) Статистическое восстановление поляризационных квантовых 

состояний фотонов и бифотонов на основе экспериментальных  данных, 

полученных в лаборатории квантовой информации и квантовой оптики 

физического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова.   

4)  Разработка методов генерации статистических данных, связанных с 

компьютерным моделированием квантовых измерений, разработка 

статистического томографического метода моделирования квантовых систем. 
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Научная новизна работы заключается в следующем: 

1) развит статистический подход к исследованию адекватности и полноты 

протоколов квантовой томографии, а также методология оценки точности 

восстановления квантовых состояний; проведена теоретическая оценка 

минимальных потерь точности; 

2) получены теоретические и численные оценки потерь точности 

восстановления для протоколов, основанных на многогранниках; 

3) рассмотрены приложения метода статистической квантовой 

томографии к обработке однофотонных и бифотонных экспериментов; 

4) разработан томографический метод Монте-Карло, позволяющий 

моделировать квантовые состояния. 

Научная и практическая ценность. Предложенная методология  

обеспечивает возможность контроля качества и эффективности квантовых  

информационных технологий. Развиты способы проверки точности 

генерации квантовых состояний, что играет важную роль в алгоритмической 

юстировке приборов на квантовых эффектах. 

Положения выносимые на защиту: 

1) Развит общий подход к оценке качества и эффективности протоколов 

квантовых измерений, основанный на критериях адекватности, полноты и 

точности в задачах статистического восстановления квантовых состояний. 

Рассмотрены статистические характеристики  распределения точности 

реконструкции квантового состояния и сформулирована количественная 

граница для максимально возможной точности квантовой томографии. 

Проведена теоретическая оценка минимальных потерь точности. 

2) Выполнено детальное математическое моделирование характеристик 

точности квантовых протоколов, в основе которых лежит геометрия 

многогранников, обладающих высокой симметрией. Представлены 

результаты теоретического рассмотрения и численных экспериментов для 

различных однокубитовых и многокубитовых квантовых состояний.  
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3) Разработаны протоколы квантовых измерений и осуществлено 

статистическое восстановление поляризационных квантовых состояний 

фотонов и бифотонов на основе экспериментальных  данных. Разработана 

теоретическая модель и выполнен анализ реальных и численных 

экспериментов, направленных на восстановление смешанных состояний, 

близких к чистому состоянию. Предложен и обоснован критерий 

оптимального выбора между конкурирующими моделями чистого и 

смешанного состояний.    

4) Разработаны методы и алгоритмы генерации статистических данных, 

связанных с моделированием квантовых измерений. Разработан 

статистический томографический метод моделирования квантовых систем. 

Выполнен расчёт  мод Шмидта для двухэлектронной волновой функции в 

отрицательном ионе водорода и проанализированы характеристики 

квантовой запутанности в этой системе.  

 

Апробация работы 

Результаты работы были представлены на конференциях «Quantum 

Informatics», Звенигород, Россия, 2009 г., «XIII International Conference on 

Quantum Optics and Quantum Information», Киев, Украина, 2010 г и 

«Quantum Informatics», Звенигород, Россия, 2012 г. 

Публикации 

По теме диссертации опубликовано 11 работ, из которых 5 – в 

рецензируемых журналах, удовлетворяющим требованиям ВАК. 

Личный вклад автора 

Результаты диссертационной работы получены либо лично автором, либо 

при его непосредственном участии. 

Структура и объём диссертации 

Диссертация состоит из введения, трёх глав, заключения, шести 

приложений и списка литературы из 106 наименований. Содержит 23 

рисунка, 3 таблицы и занимает объём 157 страниц. 
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Основное содержание диссертации 

Введение посвящено формулировке задачи статистической томографии 

квантовых состояний, а также описанию целей и задач диссертационной 

работы. Вводятся ключевые элементы математического формализма 

квантовой томографии: понятия аппаратной матрицы X, строки которой 

являются координатами векторов-проекторов и матрицы измерений B, чьи 

строки являются тензорными произведениями строк аппаратной матрицы. 

В первой главе рассмотрена новая методология статистического 

оценивания качества протоколов квантовых измерений. Эта методология 

основана на исследовании полноты, адекватности и точности квантовых 

измерений. Критерий полноты базируется на рассмотрении сингулярного 

разложения специальной матрицы, построенной на основе операторов 

измерений. Оценка адекватности протокола основана на наличии 

избыточности квантовых измерений по сравнению с минимальным числом 

измерений, необходимых для восстановления квантового состояния. 

Адекватность квантовых измерений оценивается как степень 

согласованности избыточных статистических данных с математической 

моделью, основанной на квантовой теории.   Характеристики точности 

статистического восстановления произвольных квантовых состояний 

исследуются на основе универсального статистического распределения для 

потерь точности. Развитые методы и подходы применяются к большой 

группе квантовых протоколов, в основе которых лежит геометрия 

многогранников, обладающих высокой симметрией [A4].  

Предложенный общий подход позволяет экспериментатору наилучшим 

образом распорядиться имеющимися у него ресурсами с целью разработки и 

реализации оптимального протокола квантовых измерений, сравнивать 

различные протоколы квантовых измерений между собой, а также по 

отношению к фундаментальному уровню точности. 

Проверку адекватности можно осуществить, применяя метод псевдо-

инверсии Мура-Пенроуза [7] к системе PB  , где B – матрица измерений, 
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P  – вектор, элементы которого представляют число ожидаемых в 

эксперименте событий. Сингулярное разложение позволяет преобразовать 

систему к специальному виду. Избыточность протокола выражается в том, 

что количество строк протокола больше числа ненулевых сингулярных 

значений матрицы измерений. Модель адекватна, если преобразованная 

система совместна, то есть нулевым сингулярным значениям матрицы B, 

соответствующим избыточным строкам протокола, отвечают нулевые правые 

части преобразованной системы. 

Протокол томографии полон, если все сингулярные значения матрицы 

измерений отличны от нуля. 

Для исследования точности восстановления квантовой системы 

необходимо понятие степени согласия, определяемое выражением 

2

0 ccF   для чистых состояний и выражением  22/1

0

2/1

0 TrF   – для 

смешанных, где индексом 0 обозначено теоретическое состояние, а без 

индекса – восстановленное. 

Потери точности dF=1-F (отклонение степени согласия от единицы) 

являются случайной величиной с обобщённым хи-квадрат распределением  





m

j

jjddF
0

2 где j  - независимые стандартные нормальные величины. 

Минимальные значения моментов распределения достигаются при условии 

равенства весовых коэффициентов ddd m  ...1 . В случае, когда набор 

проекционных операторов образует неортогональное разложение единицы 

,0

1

1

01

EIXX
m

j

s

l

l

j

l

j

m

j

j  








  
верно соотношение 1

1

4

1

1




s
dn

m

j j

, где n – объём 

выборки, s - размерность гильбертова пространства. 

Томография осуществляется с помощью корневого подхода [8, 9], 

который заключается в том, что вместо матрицы плотности рассматривается 

квадратный корень из неё. Для восстановления чистого состояния 

применяется оценка методом максимального правдоподобия [10] 
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коэффициентов разложения волновой функции 
1

0

( ) ( )
s

j j

j

x c x 




  в ряд Фурье по 

функциональному ортобазису  
1

0

s

j j





. Измерения, проводимые во взаимно-

дополнительном пространстве, требуют нахождения коэффициентов 

аналогичного разложения Фурье-образа заданной функции.  

В работе [A4] представлены протоколы томографии, основанные на 

многогранниках с высокой симметрией: правильных многогранниках, а 

также усечённом икосаэдре (геометрия фуллерена C60) и пентакисдодекаэдре 

(додекаэдр, к каждой грани которого присоединена основанием пятиугольная 

пирамида). Вписав сферу Блоха в такой многогранник, выберем направления, 

исходящие из центра сферы Блоха к центрам граней. Эти направления и 

будут составлять протокол томографии. Статистическая выборка будет 

задаваться результатами проектирования искомого состояния на выбранные 

направления. Проекторы, описанные таким образом, составляют 

неортогональное разложение единицы. Для восстановления многокубитового 

состояния в качестве строк протокола выбираются тензорные произведения 

строк однокубитовых протоколов. 

На рисунке 1 показано распределение потерь точности 1-F на сфере 

Блоха при восстановлении состояния кубита протоколами, основанными на 

кубе, правильном октаэдре, усечённом икосаэдре, пентакисдодекаэдре. 

Отметим, что для протоколов, основанных на двойственных многогранниках,  

потери точности слабо отличаются, поэтому из пары таких протоколов 

целесообразнее выбирать протокол с меньшим количеством строк. 

Средние потери точности <1-F> для некоторого протокола обратно 

пропорциональны объёму выборки n.  Для характеристики точности 

протокола вводится функция потерь, не зависящая от объёма выборки:  





max

1

1
j

j

jdnFnL , где 1)2(max  rrsj . 

Для минимума функции потерь точности (если векторы протокола 

образуют неортогональное разложение единицы) справедливо соотношение: 
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)1(4

2

max
min




s

j
L . 

Верхняя граница функции потерь была найдена в численном 

эксперименте, моделирующем восстановление l=1, 2, 3 кубит – см. табл. 1. 

 1 кубит ( 2s  

1min L ) 

2 кубита ( 4s  

3min L ) 

3 кубита ( 8s  

7min L ) 

Тетраэдр ( 4m ) 3/2=1.5 4.44 4.10  

Куб  ( 6m ) 9/8=1.125 58.3  8.2  

Октаэдр  ( 8m ) 9/8=1.125 3.47 7.9  

Додекаэдр  ( 12m ) 36/35 3.42  7.8  

Икосаэдр  ( 20m ) 45/44 3.39  7.8  

Усечённый икосаэдр  

( 32m ) 

233/234  3.38  7.7  

Пентакисдодекаэдр 

( 60m ) 

1.0041 3.38  7.7  

 

Таблица 1. Результаты численных экспериментов, задающие максимальные потери 

точности для томографии чистых состояний посредством протоколов, задаваемых 

многогранниками 

 

В случае восстановления смешанного состояния «белого шума», когда 

матрица плотности пропорциональна единичной, можно указать связь между 

весовыми коэффициентами распределения потерь точности и сингулярными 

значениями матрицы измерений: 
24 j

l

j
snb

m
d  . Тогда одним из параметров, 

характеризующих качество восстановления, станет число обусловленности  

minmax /)( bbBcondK  .  Для протоколов, основанных на многогранниках, 

lK )3( , где l – число кубит.  

Результаты численного эксперимента по восстановлению состояния из 

нескольких кубитов (Белла и обобщённого GHZ от 3 до 8 кубит) с помощью 

протокола, основанного на тетраэдре, демонстрируются на рисунке 2. 
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б)    Усечённый икосаэдр (форма фуллерена) 1min L , 233/234max L  

              
     

Пентакисдодекаэдр 1min L , 0041.1max L  

 

 
  

Рис. 1. Распределение потерь  точности 1-F ( а) 31002.112.1  ;б) 

3100005.1004.1  ) на сфере Блоха при восстановлении состояния кубита протоколом на 

основе а) куба (вверху) и правильного октаэдра (внизу); б) усечённого икосаэдра и 

пентакисдодекаэдра 

а) Куб и октаэдр 1min L , 125.18/9max L  
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Рис.2. Точность восстановления состояния Белла и GHZ- состояния в зависимости от 

числа кубитов. Кривые справа налево: 2 кубита (6 параметров), 3 кубита (14 параметров), 

4 кубита (30 параметров), 5 кубитов (62 параметра), 6 кубитов (126 параметров), 7 кубитов 

(254 параметра), 8 кубитов (510 параметров). Объём выборки 1 млн. 

 

Во  второй главе представлены результаты практического воплощения  

методов и алгоритмов квантовой томографии. Полученные результаты 

связаны с анализом однофотонных и двухфотонных оптических 

поляризационных квантовых состояний. Работы в этой области были 

выполнены совместно с лабораторией квантовой информации и квантовой 

оптики физического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова [11-14]. Вклад 

автора в выполненные работы был связан с компьютерным моделированием 

экспериментов до их проведения, оптимизацией протоколов квантовых 

измерений, а также с анализом экспериментальных данных [A1, A3, A5]. 

Рассмотрим восстановление поляризационных состояний фотона [A5]. 

Степень чистоты состояния выражается энтропией 



2

1

2log
n

nnS  , где n  - 

собственные значения матрицы плотности. В экспериментах томография 

осуществлялась с помощью протоколов, S6 (куб), R4 (правильный тетраэдр), 

J4 [15] и B36 (36 поворотов оптической оси фазовой пластинки относительно 
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Рис. 3. Восстановление поляризационного состояния фотона с энтропией 0.6675S . 

Протокол B36.  Объём выборки 2518n . Достигнутый в эксперименте уровень согласия 

( 0.99936F ) показан штриховой вертикальной линией  на фоне теоретического 

распределения точности (сплошная кривая), при этом сплошные  вертикальные линии 

задают 1% и 99% квантили распределения: 0.988477%)1( F 0.999928%)99( F . 

 

Рис. 4. Восстановление поляризационных состояния фотонов. Степень чистоты 

состояния характеризуется энтропией и задана в процентах. Вертикальные отрезки 

показывают 1%- и 99%- квантили для теоретического распределения степени согласия. 

Штриховые линии указывают нижнюю границу статистического распределения. При 

возрастании объёма выборки до порядка 10
5
 точному восстановлению препятствует 

влияние инструментальных ошибок. Точность возрастает с увеличением энтропии 

состояния: при %3S точность 94.093.0 F , при %100S  точность 99.0F . 
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вертикали с шагом 10 ). В каждом случае были произведены оценка точности 

по экспериментальным данным, расчёт теоретического распределения 

точности, а также расчёт оценок для нижней и верхней границ точности.  

Для иллюстрации на рис.3 показаны характеристики точности 

восстановления состояния с энтропией 0.6675S  с помощью протокола B36.  

Рассмотрим однокубитовое смешанное состояние      0 1
1 p p    

  
 

(  0
  и  1  – чистые ортогональные  состояния) с малой засорённостью 1p  . 

Оценка засорённости 
^

p  распределена асимптотически нормально; её среднее 

равно истинной засорённости p , а дисперсия 2 1

FI
  , где 

 




m

j jj

jjj

F
pp

t
I

1
)1()0(

2)0()1(

)1(

)(




-

информация Фишера, )0(

j  )1(

j  - интенсивности генерации событий, а jt  - время 

экспозиции для j-й строки протокола. Пусть jj ndd 0 , где jd - веса в 

распределении потерь точности. В модели чистого состояния вектор  0

jd  

имеет две компоненты (  0

1d ,  0

2d ), а в модели смешанного состояния – три 

(  0

1d ,  0

2d ,  0

3d ). Если объём выборки 
 0

3d
n

p
 , то при восстановлении следует 

исходить из модели смешанного состояния [A5]. На рис. 5 приводится 

сравнение восстановления квантового состояния с помощью адекватной 

чистой и неадекватной смешанной моделей. Мы видим из рис. 5, что в 

рассматриваемом примере адекватная модель обеспечивает 

точность 999.0F , а неадекватная модель не гарантирует даже 99.0F . 

Томография кукварта [A1], построенного на основе бифотона, 

осуществляется с помощью трансформации поляризационного состояния 

парой пластинок (с оптическими толщинами 1Wp  и 2Wp ). Повороты 

пластинок подчиняются протоколу [14]. На рис. 6 представлены отличия в 

теоретических оценках потерь точности восстановления в случае 

оптимального ( mmWp 988.01   и mmWp 836.02  ) и неоптимального 
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( mmWp 836.01   и mmWp 536.02  ) подбора оптических толщин пластинок для 

специально приготовленного кукварта. 

 

Рис 5. Распределение  P z  числа девяток в записи вероятности совпадения (Fidelity). 

Сплошная линия – адекватная модель чистого состояния, штриховая – неадекватная 

модель смешанного состояния. Рисунок отвечает состоянию с координатами 0 71796.   

и 0 12594.   на сфере Блоха 

 

 

 Рис.6. Сравнение распределения потерь точности для оптимального и 

неоптимального протоколов томографии. 
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Представленные на рис.6 распределения для потери точности с 

очевидностью свидетельствуют о преимуществе оптимального протокола 

томографии по сравнению с неоптимальным протоколом. Эксперимент 

подтвердил эти априорные теоретические выводы. Анализ 

экспериментальных данных показал, что в случае выбора неоптимальных 

толщин степень согласия оказалась равной 0.975F , а в оптимальном случае 

- 0.993F . 

 

В третьей главе рассматривается задача статистического моделирования 

квантовых систем [A6]. Представлен новый метод статистического 

моделирования квантовых систем, основанный на  генерации данных 

методом Монте-Карло и их целенаправленной томографии в направлении 

минимума энергии. Численная процедура решения задачи базируется на 

оптимизации целевого функционала, обеспечивающего компромисс между 

максимизацией статистической функции правдоподобия и минимизацией 

энергии. Для этого в качестве ортобазиса в разложении Фурье пси-функции 

берётся набор собственных функций уравнения Шрёдингера, а в целевой 

функционал метода максимального правдоподобия добавляется слагаемое, 

характеризующее среднюю энергию. Чтобы найти возбуждённые состояния 

квантовой системы, к целевому функционалу добавляются слагаемые, 

описывающие ортогональность искомого состояния к уже найденным. 

В томографическом методе Монте-Карло энергетические параметры 

целевого функционала  определяются на основе выборки, сгенерированной с 

помощью алгоритма Метрополиса [16]. В качестве оценки средней энергии 

E  берётся сумма средней потенциальной и средней кинетической энергий, 

вычисленная на основе выборок , 1,...,kx k n  и , 1,...,hp h m  в координатном и 

импульсном взаимно-дополнительных пространствах, соответственно. 
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С помощью квантового метода Монте-Карло были вычислены:  

а) стационарные квантовые состояния в потенциальной яме Пешля-

Теллера  
)/(ch

)1(

2
)(

22

2

axma
xU





 –  рис. 7;  б) волновая функция основного 

состояния и энергия системы отрицательного иона водорода 

0.5273 0.0008E     а.е. (экспериментальное значение 5277.0)H( E ), что 

ниже уровня –0.5, при котором система становится нестабильной; в) моды 

Шмидта радиальной двухчастичной волновой функции H
-

         221222111121, rrrrrr   , 88.01  , 12.02   –  рис. 8. 

Отсюда следует, что при использовании метода самосогласованного поля 

Хартри-Фока, соответствующего сепарабельному приближению, квантовое 

состояние может быть описано с точностью, не превышающей %881  . 

В заключении кратко сформулированы общие выводы по работе. 
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Рис. 7. Моделирование стационарных квантовых состояний в потенциале Пешля- 

Теллера (принимаем 1 am ): а) форма потенциальной ямы (для  7 ) и уровни 

энергии стационарных состояний, б) основное состояние ( 0.999993F  , 17.995E   ), в) 

первое возбужденное состояние ( 0.999992F  , 12.497E   ), г) второе возбужденное 

состояние ( 0.998F  , 7.997E   ). 

 

Рис. 8. Моды Шмидта (вверху) и орбитали (внизу) для отрицательного иона 

водорода. Сплошными кривыми изображены первые моды, штриховыми - вторые. Под 

орбиталями понимаются функции, полученные из мод Шмидта поворотом в гильбертовом 

пространстве          rrru 211 sincos   ,          rrru 212 sincos   , причём угол α 

выбирается так, чтобы в выражении волновой функции двухчастичного состояния через 

орбитали не возникали перекрёстные члены    2111 ruru  и    2212 ruru .
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Основные  результаты работы: 

 

1) развит общий подход к оценке качества и эффективности протоколов 

квантовых измерений, основанный на критериях адекватности, полноты и 

точности в задачах статистического восстановления квантовых состояний; 

рассмотрены статистические характеристики  распределения точности 

реконструкции квантового состояния и сформулирована количественная 

граница для максимально возможной точности квантовой томографии;  

проведена теоретическая оценка минимальных потерь точности; 

2) построены томографические протоколы на основе свойств симметрии 

правильных многогранников, а также на основе других многогранников с 

высокой симметрией – усечённого икосаэдра (геометрия фуллерена) и 

двойственного к нему пентакисдодекаэдра;  

3) показано, что распределение потерь точности при статистическом 

восстановлении, удовлетворяет обобщённому хи-квадрат распределению, 

число степеней свободы которого является функцией ранга смешанного 

квантового состояния; представлены численные эксперименты, 

отражающие динамику максимальных потерь точности с ростом числа 

граней, задающего протокол многогранника, для 1-,2-, 3- кубитных систем; 

4) проведён анализ экспериментов, восстанавливающих состояния 

оптических поляризационных кубитов; выработан критерий, позволяющий 

по объему выборки определять возможность восстановить по ней слабую 

зашумленность состояния; показано поведение зависимости потерь 

точности от объема выборки при выборе адекватного (учитывающего 

возможность малой засорённости) и неадекватного (правильно 

работающего в случае чистого состояния) протоколов измерений;  

5) с помощью томографического метода Монте-Карло рассчитаны моды 

Шмидта волновой функции пары электронов в ионе H
-
; выявлены те 

отклонения (запутанность электронов) от приближения 

самосогласованного поля, что позволяют иону стабильно существовать. 
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